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Tém tat: Bai bdo nay gisi thieu vé 16p modun gid-s-noi xa. Mot R-
modun phai M dudc goi 1a N-gid-s-noi xa néu moi don cau f: K — M
c6 thé mé rong duge dén mot dong cau g : N — M trong d6 N la R-
modun phéi va K 13 modun con clia modun con suy bién Z(N). Chung
ta thu duge nhiéu tinh chat ctia 16p médun nay va ap dung vao vanh.

T khéa: Modun gia-s-noi xa, modun noi xa, modun con suy bién

1 GIOI THIEU

Modun noi xa va xa anh la cac 16p modun quan trong trong 1i thuyét vanh két hgp. Dé
md rong 16p modun noi xa, cac tac gid c6 thé ding tieu chuan Baer hoac truc tiép tit dinh
nghia.

Mot modun Ny & noi xa néu moi don cau tit Kr vao Mg, K, M € Mod — R, moi dong
cau f luon ton tai dong cdu f : N — M sao cho f la md rong cia f, tic la biéu do sau

giao hoan:

nhu vay, Ngr la noi xa < Ng la Mg-noi xa, VM € Mod — R.
Tiéu chuan Baer cho biét chi can R-noi xa la dit cho Ng la noi xa. Cu thé la:
Tiéu chuin Baer (Kiém tra tinh ndéi xa ctia mot médun): Modun Ny 1a noi xa

néu véi moi idean phdi Ir < Rp, moi dong cau f : Ir — Ng luon ton tai dong cau
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f: Rrp — Npg sao cho f md rong ciia f, tic 1a biéu do sau sau giao hoan:

1™

0 ~ Ip —— Rpg

(trong d6 i : Ig < Rp la don cau chinh téc).

Nho tiéu chuan Baer, ching ta c6 dinh nghia cac 16p moédun sau: P-ngi za (F-noi za),
GP-noi xa, noi za don...(xem [6], [7])

Cac mé rong clia mdodun noi xa theo huéng tit dinh nghia goc 1a modun C-ndi xa, dé noi
xa manh, gid noi xa, F'P-noi xa, vv...(xem [5], [12])

Trong bai bao nay, toi mudn gidi thieu vé modun gid-s-noi xa theo huéng md rong tir dinh
nghia gbc cia noi xa.

Cho Mg, lic d6 Z(M) = {m € M|rgr(m) <® Rr} dugc goi 1a mddun con suy bién ctia M.
Céc khéi niem khac c6 thé tim trong [11].

2. VE MODUN GIA-s-NOI XA

Nhic lai ring, mot modun M 14 N-giad noi xa néu moéi modun con A ctia N thi moi don
cau f : A — M déu mé rong duge dén dong cau g : N — M. Modun M duge goi 1a gia
noi xa néu M la M-gia noi xa. Va mot modun M dude goi 1a N-s-noi xa néu moi don cau
f : K — M mé rong dudc dén N, trong d6 K 1a modun con ctia modun con suy bién
Z(N), M dugc goi 1a s-noi xa néu M la R-s-noi xa. 0] day chung ta sé di téng quat hoa
hai truong hgp trén.

Dinh nghia 1.1. Cho M, N la cac R-modun phai, M dugc goi 1a N-gid-s-nodi xa néu moi
don cdu f : K — M c6 thé mé rong dugc dén mot dong cau g : N — M trong d6 K la
mot modun con clia modun con suy bién Z(N).

M dudce goi 1a gia-s-noi xa manh néu M 1a N-gid-s-noi xa v6i moi R-modun phai V.

M dudce goi 1a gia-s-noi xa néu M 14 M-gia-s-noi xa.

Nhan zét 1.2.
(1) Néu Z(M) = M thi khai niem "gid-s-noi xa" trung véi khai niem "gid noi za".

(2) Vanh céc s6 nguyen Z la gid-s-nodi xa nhung khong noi xa.

Sau day 1a mot s6 tinh chat ctia 16p modun gid-s-noi xa. Trude hét ta c6 dic trung cla

modun gia-s-nodi xa.

Meénh dé 1.3. Cho M la mot R-modun phdi. Cac ménh dé sau la tuong duong:
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(1) M la modun gid-s-noi xa.

(2) Moi R-don cau $:0— A— M vaa:0— A— N, trong d6 N nhing trong M va
A< Z(M), ton tai v € Homg(N, M) sao cho 3 = ~va.

(8) Moi R-don ciu 3:0— A — M vaa:0— A— N, trong dé N la modun con cia M
va A< Z(M), ton tai v € Homg(N, M) sao cho = va.

(4) Moi R-don ciu 3:0 — N — M trong dé N la modun con ciia M thi B c6 thé md rong
thanh mot tu ddang cdu cia M.

Ching minh.

(1) = (2) Cho0 — A PoM a0 A N I che day khép. Vi N nhing trong M nén
ton tai mot R-dong cau vy : N — M va vy : 0 — A — M 1a mot don cau. Theo gid thiét
M 1a modun gid-s-nodi xa nén ton tai mot tw dong cau vy € End(Mg) sao cho 8 =y
Dat yov1 =~v: N — M, khi d6 8 = vya.

(2) = (3) = (4) la ro rang.

(4) = (1) Cho 0 — A% M va 0 — A > M I céc diy khop. Khi d6 o : A — Ima la mot

la=1avaBat:0—=Ima— M

déng cau, vi vay ton tai ! : I'ma — A sao cho o~
14 don cau. Theo gia thiét ton tai v € End(Mg) sao cho ¥|rma = Ba™! va v6i moi a € A
ya(a) = Ba"ta(a) = B(a). Do d6 ya = f3.

O]

Tinh chat sau cho ta biét dén tich truc riép, tong tryc tiép, médun con, hang ti tryc tiép
cta cac modun gid-s-noi xa.
Meénh dé 1.4.
(1) Cho N la mot R-modun phdi va {M; : i € I} la ho cac R-modun phdi. Khi do tich
truc tiép [T M; la modun N -gid-s-noi xa néu va chi néu méi M; la modun N -gid-s-noi za,
1€ 1. <
(2) Cho M,N wva K la cic R-médun phdi véi K < N. Néu M la modun N -gid-s-noi za
khi M la modun K-gid-s-noi za.
(3) Cho M,N va K la cic R-modun phdi véi K = N. Néu K la modun M -gid-s-noi za
thi N la modun M -gid-s-noi xa.
(4) Cho N la mot R-modun phdi va {A;;i € 1} la mot ho cic R-modun. Khi dé N la
modun € A;-gid-s-noi za néu N la modun A;-gid-s-ngi xa, vdi moii € 1.
el

(5) Mot R-modun phdi M la gid-s-noi za néu va chi néu M la modun P-gid-s-noi za vdi
moi R-modun xa anh P.

(6) Cho M, N va K la cic R-modun phdi véi N <® M. Néu M la modun K -gid-s-noi

za thi N la modun K-gid-s-noi xaq.
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(7) Néu A, B va M la cic R-modun phdi, Ag = Bg, va M la modun A-gid-s-noi xa khi

do M la modun B-gid-s-noi zaq.

Chaing minh.

Céac khing dinh tit (1) dén (4) 14 16 rang.

Khang dinh (5) duge suy ra ngay tir (4).

Chiing minh (6). Cho f : L — N la mot R-don cau, trong d6 L 1a modun con suy bién
ciia N. Khi d6, anh xa co f : L — M c6 thé md rong thanh mot R-ddng cau g : K — M,
trong d6 ¢ : N — M la mot phép nhing. R6 rang anh xa mo g : K — N la mot md rong
clia f, trong d6 7 : M — N la mot phép chiéu thong thuong trén N.

Chiing minh (7). Cho f : Ap — Bpr la mot R-ding cau va g : K — Mg la R-don
cau, trong d6 K la modun con suy bién cia B. Han ché ctia f tren Z(A) la dang ciu
f/Z(AR) : Z(AR) — Z(Bpg). Theo gid thiét, anh xa go f : K — Mg c6 thé md rong thanh
mot R-dong cAun: Arp — Mpg. Vay anh xano f~': B — M la mot md rong ciia g. [

Tit d6 ta suy ra ngay ba két qua sau:

Hé qua 1.5. Cho N la mot R-modun phdi.

Cac khiang dinh sau day la ding:

(1) @,c; Ai la modun N -gid-s-noi za (hodc la gid-s-noi xa manh, hodc la gid-s-noi a) néu
A; la modun N-gid-s-ngi xa (hodc la gid-s-noi xa manh, hodc la gid-s-noi xa).

(2) Mot hang ti cia modun N -gid-s-noi xa (hodc la gid-s-noi xa manh, hodc la gid-s-noi
za) cung la mot modun N -gia-s-noi za (hodc la gid-s-noi xa manh, hodc la gid-s-noi xa).
Hé qua 1.6. Cho M la mot R-modun phdi va 1 = e; + e+ -+ - + e, trong R, trong do
e; la cdc lay dang truc giao. Khi dé M la modun gid-s-noi xa néu va chi néu M 1la modun

e; R-gid-s-noi xa vdi moi i, 1 <i < n.

Heé qua 1.7. Cho M la mot R-modun phdi, e va f la cdc phan ti liy dang cia R, eR = fR

va M la modun eR-gid-s-noi xa. khi do M la modun fR-gid-s-noi xq.

Déi v6i modun hitu han sinh, tong tric tiép ciia cac modun gid-s-noi xa c6 cac tinh chat

sau:

Ménh dé 1.8. Néu N la mot R-modun phdi hiu han sinh, khi dé cdc diéu kién sau la
tuong duong:

(1) Tong truc tiép cic modun N -gid-s-noi za la modun N -gid-s-noi zq.
(2) Tong truc tiép cic modun gid noi za la modun N -gid-s-noi za.

(3) Z(N) la Note.



VE MODUN GIA-S-NOI XA 9

Chitng minh.
(1) = (2) la r6 rang

(2) = (3)
Xét chudi Uy C Us C - -+ nhitng modun suy bién cia N va U = @ U;.
1<i
Goi E(N/U;) 1a bao noi xa cia N/U;, i > 1, va f : U — @ E(N/U;) la anh xa duge dinh

1<i
nghia béi f(n) = (u + U;) va chiing minh duge f 1a mot don cau.

Vi @ E(N/U;) 1a N-gid-s-nodi xa nén f c6 thé md rong thanh mot R-ddng cau f :
1<i

N @ E(N/U;).
1<i

Tit gid thiét N 1a hitu han sinh nén f(N) € @ E(N/U;) v6i mdi n, khi d6 f(U) C
1<i<n

@ E(N/U) vaU=U,_, véi moi j > 1.

1<i<n

Do d6 Z(N) la Note.

(3) = (1) Cho E = @ E; 13 mot tong tryc tiép cdc modun N-gid-s-noi xa va f : U — Eg
iel

1a mot don cau clia nhitng R-modun phéi, trong d6 U C Z(N).

Vi Z(N) la Note ta c6 f(U) C € F; v6i moi tap con hitu han F C 1.

el
Vi tong tryc tiép hitu han nhitng médun N-gid-s-noi xa 14 médun N-gid-s-noi xa nén f c6
thé md rong thanh mot R-dong cAu f: N — E. O

Nhic lai mot khai niém vé modun con suy bién cap 2 ctia M nhu sau: Gia st M 14 mot
R-modun phai. Ta ki hi¢u Z3(M) 1a modun con (duy nhat) ciia M thoa man diéu kien:

2(M)/2(M) = Z(M.Z(M))

Zo(M) duge goi la mddun con suy bién cap 2 ctia M.
Sau day chiing ta c6 mot sd tinh chat lien quan gitta modun gid-s-noi xa va modun con

suy bién cap 2 ctia M.

Ménh dé 1.9. Cho M, N la cic R-modun phdi sao cho Zy(M) la gid noi va. Khi dé moi
don ciu f : K — M, trong dé6 K < Zs(M), c6 thé mé rong dén N.

Ching minh.

Cho M = Zy(M) & T, trong d6 Zy(M) la gia noi xa va Z(T) = 0.

Néu f : K — M la mot don cau, K < Zy(M) sao cho f(Z(K)) = 0. Khi d6 f(K) =
K/Ker(f) 1a modun suy bién. Vi vay f c6 thé md rong dén N. Bay gis gid st ring
0 # f(k) € T vivay f(kR) = kR/Ker(f|xr) 1a suy bién. Diéu nay mau thudn véi gid
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thiét, do d6 f(K)NT = 0. Néu f(k) = a+b trong d6 a € Zo(M) va b€ T,bRN f(kR) = 0,
thi 7(a) < r(b) va anh xa g : aR — bR xac dinh béi ar — br ¢6 Kerg la ¢t yéu trong aR.
Vo 1i. Do d6 moi don cau f: K — M trong d6 K < Z3(M) mé rong duge dén N.

0

Sau day la mot dic trung ctia modun gid-s-ndi xa manh.

Meénh dé 1.10. Cho M la mot R-médun phdi. Cdc ménh dé sau la tuong duong:
(1) M la modun gid-s-noi xa manh.

(2) M la E(M)-gid-s-noi za, trong dé E(M) la bao noi xa cia M.

(8) M =1® K, trong dé K khong suy bién va I la gid noi xa véi Z(M) < T

(4) Zo(M) la gia noi za.

(5) M la G-gid noi xza vdi moi modun zoan Goldie G.

(6) M la E-gid noi za, trong d6 E = E(Zy(M)) la bao noi za cia Zo(M).
Chatng minh. Dudc suy ra tryc tiép tit cac két qua clia gid-s-noi xa. O
Hé qua 1.11. Cho M la mot R-modun phdi zodan Goldie. Khi dé M la gid noi za néu va

chi néeu M la gid-s-noi xa manh.
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Title: ON PSEUDO-s-INJECTIVE MODULES

Abstract: We introduce a new class of modules that is pseudo-s-injective modules. A
right R-module M is called N-pseudo-s-injective if for every monomorphism f : K — M,
it can be extended to a homomorphism g : N — M in which N is a right R-module and
K is a submodule of the singular submodule Z (V). Many properties of pseudo-s-injective
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