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Tóm tắt: Bài báo này giới thiệu về lớp môđun giả-s-nội xạ. Một R-
môđun phải M được gọi là N -giả-s-nội xạ nếu mọi đơn cấu f : K →M

có thể mở rộng được đến một đồng cấu g : N → M trong đó N là R-
môđun phải và K là môđun con của môđun con suy biến Z(N). Chúng
ta thu được nhiều tính chất của lớp môđun này và áp dụng vào vành.
Từ khóa: Môđun giả-s-nội xạ, môđun nội xạ, môđun con suy biến

1 GIỚI THIỆU

Môđun nội xạ và xạ ảnh là các lớp môđun quan trọng trong lí thuyết vành kết hợp. Để
mở rộng lớp môđun nội xạ, các tác giả có thể dùng tiêu chuẩn Baer hoặc trực tiếp từ định
nghĩa.

Một môđun NR là nội xạ nếu mọi đơn cấu từ KR vào MR, K,M ∈ Mod − R, mọi đồng
cấu f luôn tồn tại đồng cấu f̄ : N → M sao cho f̄ là mở rộng của f , tức là biểu đồ sau
giao hoán:
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như vậy, NR là nội xạ ⇔ NR là MR-nội xạ, ∀M ∈Mod−R.

Tiêu chuẩn Baer cho biết chỉ cần R-nội xạ là đủ cho NR là nội xạ. Cụ thể là:

Tiêu chuẩn Baer (Kiểm tra tính nội xạ của một môđun): Môđun NR là nội xạ
nếu với mọi iđean phải IR ≤ RR, mọi đồng cấu f : IR → NR luôn tồn tại đồng cấu
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f̄ : RR → NR sao cho f̄ mở rộng của f , tức là biểu đồ sau sau giao hoán:
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(trong đó i : IR ↪→ RR là đơn cấu chính tắc).

Nhờ tiêu chuẩn Baer, chúng ta có định nghĩa các lớp môđun sau: P -nội xạ (F -nội xạ),
GP -nội xạ, nội xạ đơn...(xem [6], [7])

Các mở rộng của môđun nội xạ theo hướng từ định nghĩa gốc là môđun C-nội xạ, đế nội
xạ mạnh, giả nội xạ, FP -nội xạ, vv...(xem [5], [12])

Trong bài báo này, tôi muốn giới thiệu về môđun giả-s-nội xạ theo hướng mở rộng từ định
nghĩa gốc của nội xạ.

Cho MR, lúc đó Z(M) = {m ∈M |rR(m) 6e RR} được gọi là môđun con suy biến của M .
Các khái niệm khác có thể tìm trong [11].

2. VỀ MÔĐUN GIẢ-s-NỘI XẠ

Nhắc lại rằng, một môđun M là N -giả nội xạ nếu mỗi môđun con A của N thì mọi đơn
cấu f : A → M đều mở rộng được đến đồng cấu g : N → M . Môđun M được gọi là giả
nội xạ nếu M là M -giả nội xạ. Và một môđun M được gọi là N -s-nội xạ nếu mọi đơn cấu
f : K → M mở rộng được đến N , trong đó K là môđun con của môđun con suy biến
Z(N), M được gọi là s-nội xạ nếu M là R-s-nội xạ. Ở đây chúng ta sẽ đi tổng quát hóa
hai trường hợp trên.

Định nghĩa 1.1. Cho M,N là các R-môđun phải, M được gọi là N -giả-s-nội xạ nếu mọi
đơn cấu f : K → M có thể mở rộng được đến một đồng cấu g : N → M trong đó K là
một môđun con của môđun con suy biến Z(N).

M được gọi là giả-s-nội xạ mạnh nếu M là N -giả-s-nội xạ với mọi R-môđun phải N .

M được gọi là giả-s-nội xạ nếu M là M -giả-s-nội xạ.

Nhận xét 1.2.

(1) Nếu Z(M) = M thì khái niệm "giả-s-nội xạ" trùng với khái niệm "giả nội xạ".

(2) Vành các số nguyên Z là giả-s-nội xạ nhưng không nội xạ.

Sau đây là một số tính chất của lớp môđun giả-s-nội xạ. Trước hết ta có đặc trưng của
môđun giả-s-nội xạ.

Mệnh đề 1.3. Cho M là một R-môđun phải. Các mệnh đề sau là tương đương:
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(1) M là môđun giả-s-nội xạ.

(2) Mọi R-đơn cấu β : 0 → A → M và α : 0 → A → N , trong đó N nhúng trong M và
A ≤ Z(M), tồn tại γ ∈ HomR(N,M) sao cho β = γα.

(3) Mọi R-đơn cấu β : 0→ A→M và α : 0→ A→ N , trong đó N là môđun con của M
và A ≤ Z(M), tồn tại γ ∈ HomR(N,M) sao cho β = γα.

(4) Mọi R-đơn cấu β : 0→ N →M trong đó N là môđun con của M thì β có thể mở rộng
thành một tự đẳng cấu của M .

Chứng minh.

(1) ⇒ (2) Cho 0 → A -
β
M và 0 → A -α N là các dãy khớp. Vì N nhúng trong M nên

tồn tại một R-đồng cấu γ1 : N →M và γ1α : 0→ A→M là một đơn cấu. Theo giả thiết
M là môđun giả-s-nội xạ nên tồn tại một tự đồng cấu γ2 ∈ End(MR) sao cho β = γ2γ1α.
Đặt γ2γ1 = γ : N →M , khi đó β = γα.

(2) ⇒ (3) ⇒ (4) là rõ ràng.

(4) ⇒ (1) Cho 0→ A -α M và 0→ A -
β
M là các dãy khớp. Khi đó α : A→ Imα là một

đẳng cấu, vì vậy tồn tại α−1 : Imα → A sao cho α−1α = 1A và βα−1 : 0 → Imα → M

là đơn cấu. Theo giả thiết tồn tại γ ∈ End(MR) sao cho γ|Imα = βα−1 và với mọi a ∈ A
γα(a) = βα−1α(a) = β(a). Do đó γα = β.

Tính chất sau cho ta biết đến tích trực riếp, tổng trực tiếp, môđun con, hạng tử trực tiếp
của các môđun giả-s-nội xạ.

Mệnh đề 1.4.

(1) Cho N là một R-môđun phải và {Mi : i ∈ I} là họ các R-môđun phải. Khi đó tích
trực tiếp

∏
i∈I

Mi là môđun N -giả-s-nội xạ nếu và chỉ nếu mỗi Mi là môđun N -giả-s-nội xạ,

i ∈ I.

(2) Cho M,N và K là các R-môđun phải với K 6 N . Nếu M là môđun N -giả-s-nội xạ
khi M là môđun K-giả-s-nội xạ.

(3) Cho M,N và K là các R-môđun phải với K ∼= N . Nếu K là môđun M -giả-s-nội xạ
thì N là môđun M -giả-s-nội xạ.

(4) Cho N là một R-môđun phải và {Ai; i ∈ I} là một họ các R-môđun. Khi đó N là
môđun

⊕
i∈I

Ai-giả-s-nội xạ nếu N là môđun Ai-giả-s-nội xạ, với mọi i ∈ I.

(5) Một R-môđun phải M là giả-s-nội xạ nếu và chỉ nếu M là môđun P -giả-s-nội xạ với
mọi R-môđun xạ ảnh P .

(6) Cho M,N và K là các R-môđun phải với N 6
⊕
M . Nếu M là môđun K-giả-s-nội

xạ thì N là môđun K-giả-s-nội xạ.
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(7) Nếu A,B và M là các R-môđun phải, AR ∼= BR, và M là môđun A-giả-s-nội xạ khi
đó M là môđun B-giả-s-nội xạ.

Chứng minh.

Các khẳng định từ (1) đến (4) là rõ ràng.

Khẳng định (5) được suy ra ngay từ (4).

Chứng minh (6). Cho f : L → N là một R-đơn cấu, trong đó L là môđun con suy biến
của N . Khi đó, ánh xạ ι ◦ f : L→M có thể mở rộng thành một R-đồng cấu g : K →M ,
trong đó ι : N → M là một phép nhúng. Rõ ràng ánh xạ π ◦ g : K → N là một mở rộng
của f , trong đó π : M → N là môt phép chiếu thông thường trên N .

Chứng minh (7). Cho f : AR → BR là một R-đẳng cấu và g : K → MR là R-đơn
cấu, trong đó K là môđun con suy biến của B. Hạn chế của f trên Z(A) là đẳng cấu
f/Z(AR) : Z(AR)→ Z(BB). Theo giả thiết, ánh xạ g ◦ f : K →MR có thể mở rộng thành
một R-đồng cấu η : AR →MR. Vậy ánh xạ η ◦ f−1 : B →M là một mở rộng của g.

Từ đó ta suy ra ngay ba kết quả sau:

Hệ quả 1.5. Cho N là một R-môđun phải.

Các khẳng định sau đây là đúng:

(1)
⊕

i∈I Ai là môđun N -giả-s-nội xạ (hoặc là giả-s-nội xạ mạnh, hoặc là giả-s-nội xạ) nếu
Ai là môđun N -giả-s-nội xạ (hoặc là giả-s-nội xạ mạnh, hoặc là giả-s-nội xạ).

(2) Một hạng tử của môđun N -giả-s-nội xạ (hoặc là giả-s-nội xạ mạnh, hoặc là giả-s-nội
xạ) cũng là một môđun N -giả-s-nội xạ (hoặc là giả-s-nội xạ mạnh, hoặc là giả-s-nội xạ).

Hệ quả 1.6. Cho M là một R-môđun phải và 1 = e1 + e2 + · · · + en trong R, trong đó
ei là các lũy đẳng trực giao. Khi đó M là môđun giả-s-nội xạ nếu và chỉ nếu M là môđun
eiR-giả-s-nội xạ với mỗi i, 1 6 i 6 n.

Hệ quả 1.7. ChoM là một R-môđun phải, e và f là các phần tử lũy đẳng của R, eR ∼= fR

và M là môđun eR-giả-s-nội xạ. khi đó M là môđun fR-giả-s-nội xạ.

Đối với môđun hữu hạn sinh, tổng trực tiếp cúa các môđun giả-s-nội xạ có các tính chất
sau:

Mệnh đề 1.8. Nếu N là một R-môđun phải hữu hạn sinh, khi đó các điều kiện sau là
tương đương:

(1) Tổng trực tiếp các môđun N -giả-s-nội xạ là môđun N -giả-s-nội xạ.

(2) Tổng trực tiếp các môđun giả nội xạ là môđun N -giả-s-nội xạ.

(3) Z(N) là Nơte.
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Chứng minh.

(1) ⇒ (2) là rõ ràng

(2) ⇒ (3)

Xét chuỗi U1 ⊆ U2 ⊆ · · · những môđun suy biến của N và U =
⊕
1≤i

Ui.

Gọi E(N/Ui) là bao nội xạ của N/Ui, i ≥ 1, và f : U →
⊕
1≤i

E(N/Ui) là ánh xạ được định

nghĩa bởi f(n) = (u+ Ui) và chứng minh được f là một đơn cấu.

Vì
⊕
1≤i

E(N/Ui) là N -giả-s-nội xạ nên f có thể mở rộng thành một R-đồng cấu f̄ :

N
⊕
1≤i

E(N/Ui).

Từ giả thiết N là hữu hạn sinh nên f̄(N) ⊆
⊕

1≤i≤n
E(N/Ui) với mỗi n, khi đó f(U) ⊆⊕

1≤i≤n
E(N/Ui) và U = Uj−n với mọi j ≥ 1.

Do đó Z(N) là Nơte.

(3) ⇒ (1) Cho E =
⊕
i∈I

Ei là một tổng trực tiếp các môđun N -giả-s-nội xạ và f : U → ER

là một đơn cấu của những R-môđun phải, trong đó U ⊆ Z(N).

Vì Z(N) là Nơte ta có f(U) ⊆
⊕
i∈I

Ei với mỗi tập con hữu hạn F ⊆ I.

Vì tổng trực tiếp hữu hạn những môđun N -giả-s-nội xạ là môđun N -giả-s-nội xạ nên f có
thể mở rộng thành một R-đồng cấu f̄ : N → E.

Nhắc lại một khái niệm về môđun con suy biến cấp 2 của M như sau: Giả sử M là một
R-môđun phải. Ta kí hiệu Z2(M) là môđun con (duy nhất) của M thỏa mãn điều kiện:

Z2(M)/Z(M) = Z(M.Z(M))

Z2(M) được gọi là môđun con suy biến cấp 2 của M .

Sau đây chúng ta có một số tính chất liên quan giữa môđun giả-s-nội xạ và môđun con
suy biến cấp 2 của M .

Mệnh đề 1.9. Cho M,N là các R-môđun phải sao cho Z2(M) là giả nội xạ. Khi đó mọi
đơn cấu f : K →M , trong đó K ≤ Z2(M), có thể mở rộng đến N .

Chứng minh.

Cho M = Z2(M)⊕ T , trong đó Z2(M) là giả nội xạ và Z(T ) = 0.

Nếu f : K → M là một đơn cấu, K ≤ Z2(M) sao cho f(Z(K)) = 0. Khi đó f(K) ∼=
K/Ker(f) là môđun suy biến. Vì vậy f có thể mở rộng đến N . Bây giờ giả sử rằng
0 6= f(k) ∈ T vì vậy f(kR) ∼= kR/Ker(f |kR) là suy biến. Điều này mẫu thuẫn với giả
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thiết, do đó f(K)∩T = 0. Nếu f(k) = a+ b trong đó a ∈ Z2(M) và b ∈ T, bR∩f(kR) = 0,
thì r(a) ≤ r(b) và ánh xạ g : aR→ bR xác định bởi ar 7→ br có Kerg là cốt yếu trong aR.
Vô lí. Do đó mọi đơn cấu f : K →M trong đó K ≤ Z2(M) mở rộng được đến N .

Sau đây là một đặc trưng của môđun giả-s-nội xạ mạnh.

Mệnh đề 1.10. Cho M là một R-môđun phải. Các mệnh đề sau là tương đương:

(1) M là môđun giả-s-nội xạ mạnh.

(2) M là E(M)-giả-s-nội xạ, trong đó E(M) là bao nội xạ của M .

(3) M = I ⊕K, trong đó K không suy biến và I là giả nội xạ với Z(M) ≤e I

(4) Z2(M) là giả nội xạ.

(5) M là G-giả nội xạ với mọi môđun xoắn Goldie G.

(6) M là E-giả nội xạ, trong đó E = E(Z2(M)) là bao nội xạ của Z2(M).

Chứng minh. Được suy ra trực tiếp từ các kết quả của giả-s-nội xạ.

Hệ quả 1.11. Cho M là một R-môđun phải xoắn Goldie. Khi đó M là giả nội xạ nếu và
chỉ nếu M là giả-s-nội xạ mạnh.
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Title: ON PSEUDO-s-INJECTIVE MODULES

Abstract: We introduce a new class of modules that is pseudo-s-injective modules. A
right R-module M is called N -pseudo-s-injective if for every monomorphism f : K → M ,
it can be extended to a homomorphism g : N → M in which N is a right R-module and
K is a submodule of the singular submodule Z(N). Many properties of pseudo-s-injective
modules and related ring were obtained.

Keywords: Pseudo-s-injective module, injective module, singular submodule.


